
Transformata Fouriera – dodatek
(nierówność izoperymetryczna)

Nierówność izoperymetryczna w R2. Jeśli obszar Ω ⊆ R2 jest ograniczony
lipszycowską krzywą ∂Ω, to

|∂Ω|2 > 4π|Ω|,

a równość zachodzi jedynie, gdy Ω jest kołem.

Oznaczenia i konwencje. Rozważamy dodatnio zorientowaną parametryzację
γ : [0, 1] → ∂Ω o stałej prędkości |γ̇| = L = |∂Ω|, oznaczamy g(t) = (x(t), y(t)).
Przypomnijmy podstawowe własności szeregów Fouriera:

v̂(k) =
∫ 1
0
v(s)e−2πiksds dla k ∈ Z

v(s) =
∑
k∈Z

v̂(k)e2πiks w L2(0, 1)

ˆ̇v(k) = −2πik · v̂(k)∫ 1
0
|v(s)|2 ds =

∑
k∈Z
|v̂(k)|2

Poniżej znajduje się dowód nierówności izoperymetrycznej pochodzący od Adolfa
Hurwitza.

Zadanie 1. Wykazać, że wielkość

A :=
1
2

∫
γ
xdy − ydx =

1
2

∫ 1
0

(x(s)ẏ(s)− ẋ(s)y(s)) ds

jest równa polu |Ω|.

Zadanie 2. Wykazać, że

L2 =
∑
k∈Z

4π2k2
(
|x̂(k)|2 + |ŷ(k)|2

)
,

A =
∑
k∈Z

2πik
(
x̂(k)ŷ(k)− x̂(k)ŷ(k)

)
.

Wywnioskować, że L2 > 4πA.
Wskazówka. Warto zastosować tożsamość |a± ib|2 = |a|2 + |b|2 ± i(ab− ab).
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Zadanie 3. Prześledzić dowód nierówności i sprawdzić, że równość zachodzi jedynie
dla parametryzacji postaci

(x(s), y(s)) = (x0, y0) + r · (cos(s+ θ), sin(s+ θ)).
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